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Una variabile C casuale (aleatoria o stocastica) è una funzione

(regola) definita nello spazio campionato W che associa un numero

reale ad ogni possibile esito di un evento osservato (aleatorio).

In corrispondenza di tale numero se ne assegna una probabilità pk (se

lo spazio campionato è discreto) o una densità di probabilità in un certo

intervallo P(a C  b) se lo spazio è continuo

LA DISTRIBUZIONE NORMALE (DISCRETA) 

W
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LA DISTRIBUZIONE NORMALE (DISCRETA) 

Supponiamo di avere una popolazione di 248 studenti che hanno

sostenuto l’esame di Tecnica delle Costruzioni negli ultimi 6 anni:

W

Cesito di ogni 

esame per i 

248 studenti
voto d’esame

C nk pk

18 n18 p18

19 n19 p19

20 n20 p20

… … …

28 n28 p28

29 n29 p29

30 n30 p30

• lo spazio campionato è l’insieme dei voti (evento osservato) per i 248

studenti di TdC.

• il voto è la variabile aleatoria e per ogni valore è possibile assegnare

una probabilità discreta pk

ℜ
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LA DISTRIBUZIONE NORMALE (DISCRETA) 
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Definendo media (m) e deviazione

standard (s) è possibile tracciare

una ipotetica distribuzione continua

dei voti compresi tra 18 e 30
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Determiniamo gli indici di posizione o centralità (media, moda e

mediana) per riassumere le informazioni della variabile voto (rilevata

attraverso un’indagine statistica su una popolazione di 248 studenti).

LA DISTRIBUZIONE NORMALE (DISCRETA) 

• La media aritmetica di una distribuzione è la somma dei termini

divisa per il numero di osservazioni N:

• La moda è il termine della distribuzione che presenta la frequenza più

alta, nel nostro caso è ancora il voto 24.
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• La mediana, calcolata per variabili quantitative di tipo continuo e

ordinale, è il valore centrale della distribuzione:

voto 18 18 19 … 24 25 25 26 … 30 30 30

studente 1 2 3 … 123 124 125 126 … 246 247 247

E’ necessario ordinare in modo crescente i termini della distribuzione.

Nel nostro caso il numero dei voti è pari, dunque la mediana (m) è

definita dalla media aritmetica dei voti che occupano la posizione 124 e

125 ovvero m=25.

LA DISTRIBUZIONE NORMALE (DISCRETA) 

+
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La distribuzione Normale (o distribuzione di Gauss) è una distribuzione

di probabilità continua, spesso usata per descrivere variabili casuali a

valori reali che tendono a concentrarsi attorno al valor medio. Il grafico

della funzione di densità di probabilità associata è simmetrico ed ha una

forma a campana, nota come campana di Gauss.

LA DISTRIBUZIONE NORMALE (CONTINUA) 

Curva normale sovrapposta all’istogramma
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• Una funzione di densità di probabilità continua è un modello che

definisce analiticamente come si distribuiscono i valori assunti da

una variabile aleatoria continua.

• Quando si dispone di un’espressione matematica adatta alla

rappresentazione di un fenomeno continuo, siamo in grado di

calcolare la probabilità che la variabile aleatoria assuma valori

compresi in intervalli (gli intervalli sono gli eventi di interesse, per

una v.a. continua).

• I modelli continui hanno importanti applicazioni in ingegneria,

scienze fisiche, naturali e sociali.

LA DISTRIBUZIONE NORMALE CONTINUA 
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• Alcuni tipici fenomeni continui sono ad esempio le dimensioni dei

campioni/prelievi (volume, peso, ecc.) o il tempo che intercorre fra il

verificarsi di due eventi di interesse (ad esempio un incidente).

• Nelle tre figure successive sono rappresentate diverse funzioni di

densità di probabilità: normale (a), uniforme (b) ed esponenziale (c).

(a) (b) (c)

LA DISTRIBUZIONE NORMALE CONTINUA 
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• Allontanandosi dal valore medio, la curva si avvicina sempre più

all’asse delle ascisse ma non giunge mai a toccarlo: quindi si

possono avere anche (pochissime) osservazioni che risultano molto

distanti dalla media.

Principali caratteristiche della curva della distribuzione normale 

• La frequenza/probabilità più elevata

coincide con il valore medio centrale

e decresce spostandosi a destra o

sinistra.

LA DISTRIBUZIONE NORMALE CONTINUA 
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• L’area complessiva sotto la curva normale è pari ad 1 (ovvero 100%)

poiché si tratta di una curva probabilistica e comprende i possibili

eventi, ovvero tutti i possibili valori da più infinito a meno infinito. La

superficie sotto la curva si può calcolare con un integrale

• Per la simmetria della curva, l’area a sinistra della media è pari a

0.5, come pure l’area alla sua destra

Principali caratteristiche della curva della distribuzione normale 

LA DISTRIBUZIONE NORMALE CONTINUA 
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• Media, moda e mediana coincidono con il valore centrale che ha

anche la frequenza massima

• Ogni curva normale viene univocamente identificata da due

parametri: media (µ) e deviazione standard (σ) che ne determinano

rispettivamente la posizione sull’asse delle ascisse e “l’ampiezza” in

termini di valori probabili

tutte le curve normali hanno dunque la stessa forma caratteristica, ma

possono essere più strette e appuntite, oppure più larghe e piatte.

LA DISTRIBUZIONE NORMALE CONTINUA 
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Per disegnare il grafico della distribuzione normale si utilizza

un’apposita funzione f(x):

La funzione f(x) descrive, al variare dei valori assunti dai due

parametri (s,m) una famiglia di curve normali :

a) se varia µ, si sposta orizzontalmente l’asse di simmetria della curva;

b) se varia σ, la curva si allarga e appiattisce al crescere di σ.

LA DISTRIBUZIONE NORMALE CONTINUA 
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Una distribuzione Normale con media µ e scarto quadratico σ viene indicata

semplicemente come: N(µ,σ)

Per indicare che la variabile X si distribuisce come una Normale si scrive:

X ~ N (µ,σ)

c) variando contemporaneamente µ e σ, la curva trasla orizzontalmente

e contemporaneamente si fa più o meno appuntita

Il Coefficiente di Variazione adimensionale (CV=σ/µ) è un indice di

dispersione: misura quanto i valori presenti nella distribuzione distano da un

valore centrale scelto come riferimento.

LA DISTRIBUZIONE NORMALE CONTINUA 
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Il 68,2 % dell’area si trova compresa tra (µ − σ) e (µ + σ)

Il 95,4 % dell’area si trova compresa tra (µ − 2σ) e (µ + 2σ)

Il 99,7 % dell’area si trova compresa tra (µ − 3σ) e (µ + 3σ)

La probabilità che la variabile X sia compresa in un determinato

intervallo ( x1 , x2 ) è uguale alla superficie sottostante la curva di Gauss

tra gli estremi ( x1 , x2 ).

Funzione di densità di probabilità

aree sottese in termini di σ di 

distanza dalla media µ

LA DISTRIBUZIONE NORMALE CONTINUA 
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Supponiamo che il reddito delle famiglie degli studenti dell’UNIBAS si

distribuisca normalmente con µ =15000€ e σ=1500€.

Quesito: Se l’ARDSU vuole assegnare una borsa di studio al 2,3% degli

studenti meno abbienti, che soglia di reddito massimo deve

fissare?

ESEMPIO 1: densità di probabilità

(1 − 0,954)/2 = 0,046/2 = 0,023 = 2,3%

Si osserva che :

µ+2σ = 15000€ + 3000€ = 18000€

µ-2σ = 15000€ − 3000€ = 12000€

L’area esterna all’intervallo 

[12.000,18.000] 

contiene il 4,6% circa dei casi
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LA DISTRIBUZIONE NORMALE STANDARDIZZATA

La distribuzione Normale è scomoda da usare per calcolare le aree di

interesse, quando i valori critici non sono multipli esatti di σ, perché

dipende da due parametri (µ e σ). Per questo si introduce la Normale

Standard, ottenuta standardizzando la variabile Normale.

Data una variabile X ~ N (µ,σ) :

la trasformazione Z avrà media nulla (µ=0) e deviazione standard (σ =1)
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LA DISTRIBUZIONE NORMALE STANDARDIZZATA

La funzione f(z) risultante dalla trasformazione non dipende più da

alcun parametro:

Questa distribuzione viene chiamata Normale Standard e indicata

come: N(0,1)

La funzione Normale Standard ha la stessa forma della Normale

completa, ma non contenendo nessun parametro, descrive un’unica e

ben determinata curva.
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Valgono naturalmente tutte le proprietà viste per la Normale, con gli

opportuni adattamenti per tenere conto del fatto che la media vale µ=0

e la deviazione standard vale σ=1, quindi:

•la curva è centrata e simmetrica rispetto all’origine degli assi: z = 0

•il massimo delle frequenze vale f(0) = 1/(2p)0.5=0,3989

•le aree di interesse viste in precedenza diventano:

LA DISTRIBUZIONE NORMALE STANDARDIZZATA
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La funzione f(z) non dipende da alcun parametro, quindi può essere

facilmente tabulata, cioè possibile costruire una tavola che riporta le

aree sottese alla curva in corrispondenza di diversi valori di z.

LA DISTRIBUZIONE NORMALE STANDARDIZZATA

In questa tavola viene riportata

l’area compresa tra 0 e un punto

z collocato a destra dell’origine

Esempio:

L’area sottesa dalla N(0,1)

nell’intervallo [0,1.24]

è pari a: 0,3925
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LA DISTRIBUZIONE NORMALE STANDARDIZZATA

L’altro formato della tavola della Normale Standard è quello che riporta la

Funzione di ripartizione F(z) (frequenze cumulate), cioè l’intera area a

sinistra di un dato valore z.

Questa tavola è del tutto

equivalente alla precedente,

che forniva in pratica:

F(z) – F(0) = F(z) – 0,5

z
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0.95

LA FUNZIONE DI DISTRIBUZIONE CUMULATIVA 

funzione densità di probabilità f(x) Funzione di ripartizione F(x)

La funzione di ripartizione o funzione di distribuzione cumulativa esprime la

probabilità che la variabile aleatoria assuma valori uguali o inferiori a x.

Il minimo valore di x, sotto al quale ricade una data percentuale degli altri elementi sotto

osservazione, è detto percentile (o frattile).

• Per la curva C (Normale) il percentile 95 è 4.5

• Per la curva B (Standardizzata) il percentile 95 pari a 1 va trasformato:
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Torniamo sul problema dell’ARDSU, dove il reddito delle famiglie degli

studenti si distribuiva normalmente con µ=15000€ e σ=1500€.

Supponiamo che l’ARDSU abbia avuto più fondi del previsto e possa

assegnare una borsa di studio al 5% degli studenti con minore reddito.

Quesito: qual è la nuova soglia di reddito massimo da fissare?

ESEMPIO 2: distribuzione standardizzata

Per la simmetria della Normale l’area a sinistra del valore effettivamente

da determinare (-z) è uguale a quella a destra del punto simmetrico (+z)
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sulla tavola che riporta l’area compresa nell’intervallo [0,z], cerchiamo il

valore z a cui corrisponde un’area di: 0.50 – 0.05 = 0.45

Lo z cercato si colloca tra:

1,64 (area=0,4495) e

1,65 (area=0,4505)

Per interpolazione: z = 1,645

NB: il punto z cercato era in realtà

quello simmetrico, a sinistra

dell’origine, e quindi negativo:

z = -1,645

ESEMPIO 2: distribuzione standardizzata
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Per riportare il risultato ottenuto da punto z in Euro si deve effettuare

una trasformazione di variabili:

Dunque la nuova soglia di reddito per avere la borsa è:

x = -1,645 * 1500 + 15000 = 12532,5 €

ESEMPIO 2: distribuzione standardizzata
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ESEMPIO 3: distribuzione standardizzata

La velocità delle auto rilevata da un autovelox si distribuisce

normalmente con µ =75 km/h e σ =8 km/h.

Supponiamo di avere a disposizione la

tavola della Normale che riporta l’area

compresa nell’intervallo [0, z].

Considerato che l’area a destra della

media vale 0.5, si dovrà calcolare solo

l’area compresa tra 70 e 75.

Quesito: determinare la percentuale di auto che ha superato il limite di

velocità di 70 km/h.
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ESEMPIO 3: distribuzione standardizzata

Il primo passo è calcolare il valore z standardizzato corrispondente a

70 km/h:

Il 73,41% degli autoveicoli transitati ha superato il limite di velocità

= (70 – 75) / 8 = -0.625

Si trova 0.625 sulla tavola per

interpolazione tra i due valori più

prossimi:

(0.2324 + 0.2357) / 2 = 0.2341

Si aggiungere l’area a destra del

valore medio:

0.2341 + 0.5 = 0.7341
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